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Schlufsbetrachtung 


Vorbemerkung. 


Der mathematische Unterricht an unseren höheren Lehranstalten hat den doppelten 
Zweck, einmal praktische Kenntnisse zu schaffen, welche der Schüler bei einem späteren 
Studium, im Beruf, im täglichen Leben verwenden kann, sodann aber die Verstandesbildung 
und den Ordnungssinn zu fördern. In bezug auf diese letztere Wirkung wird der mathe- 
matische Unterricht von keinem anderen Unterrichtsgegenstande erreicht oder übertroffen. 
Die preufsische Mädchenschulreform beweist, wie sehr man auch an mafsgebender Stelle 
diese Ansicht teilt. 

Im Hinblick auf die praktischen mathematischen Kenntnisse und Fertigkeiten, 
die sich der Schüler aneignen soll, ist das Schulpensum ziemlich scharf begrenzt, dagegen 
sollte da, wo das rein logische Denken in den Vordergrund tritt, dem Lehrer eine ge- 
wisse Bewegungsfreiheit gestattet werden, um sich der zur Verfüguug stehenden Zeit und 
der gerade vorhandenen Veranlagung der Schüler anpassen zu können. 

Die vorliegende Arbeit enthält ein Pensum, welches namentlich in letzterer Hin- 
sicht mit Vorteil in den Oberklassen unserer höheren Schulen behandelt werden könnte. 
Es handelt sich bei der allmählichen Erweiterung des Zahlbegriffs von der natürlichen 
bis zur komplexen Zahl um ein bestimmt eingerahmtes Bild, um ein Ziel, welches nicht 
in unbestimmte Weiten verläuft, sondern als ein scharf gesetztes den Schüler bis zum 
Schluls gespannt und aufmerksam erhalten wird. 

Wissenschaftlich kann die Behandlung dieses Themas nur dann genannt werden, 
— wenn der arithmetische Stoff auch rein arithmetisch behandelt wird. Dies ist nun bisher 
“nicht der Fall gewesen. Im Anfangsunterricht ist der Lehrer in der Arithmetik froh, 

„ das beliebte Beispiel der nach beiden Seiten sich fortsetzenden geraden Linie zur Er- 
- Jäuterung des Unterschiedes zwischen positiven und negativen Zahlen zur Verfügung zu 
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haben und an demselben die Vorzeichenregeln zu erklären. Sind dieselben aber erst 
— praktisch geübt, so findet sich später schwerlich noch Zeit zu einer kritischen rein 
 arithmetischen Behandlung des abstrakten Stoffes, wie sie vorliegende Arbeit bietet. 


-; Ähnlich ist es mit den komplexen Zahlen selbst. 

Will man auf die geometrischen Beziehungen verzichten, so müssen die trigono- 
metrischen Funktionen ebenfalls arithmetisch definiert werden. Dann ist es aber auch 
nötig, die Eigenschaften dieser Funktionen, soweit sie hier in Betracht kommen, arith- 
metisch abzuleiten. Dies ist nun aber ohne Kenntnis der fundamentalsten Beziehungen 
der Differentialrechnung nicht möglich. Nachdem jedoch durch die Aufnahme der Theorie 
“ der Maxima und Minima in den Lehrplan unserer höheren Schulen das Verständnis für 
den Begriff des Differentialquotienten unmittelbar vorbereitet ist, dürfte sich ein gelegent- 
licher Exkurs in dieses Gebiet sicher verlohnen. 
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Der Verfasser. 
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Der Aufbau des komplexen Zahlengebiets auf der natürlichen Zahlenreihe, 


I. Die Grundreehnungsart (Zählen). 


1. Es ist eine bekannte Tatsache der Erfahrung, dafs niemals zwei Gegenstände 
derselben in ihren Merkmalen völlig mit einander übereinstimmen. Um sich dennoch in 
der Mannigfaltigkeit der Erfahrungswelt zurechtzufinden, pflegt der ordnende Verstand 
jedoch solche Erfahrungsgegenstände, die nur in einigen besonders auffallenden Merk- 
malen übereinstimmen, als gleichartig oder einander gleichwertig aufzufassen und 
sie wohl auch mit einer gemeinsamen Benennung zu belegen, z. B. Gegenstände wie 
Baum, Kugel, Finger. 

Eine weitere Erfahrungstatsache ist, dals derartige gleichartige Gegenstände 
häufig in Gruppen vereinigt auftreten; es entsteht so die neue Aufgabe, solche Gruppen 
mit einander zu vergleichen. Diese Aufgabe wird gelöst durch die Bildung von Zahlen, 
die durch das Zählen erfolgt. 

2. Unter Zählen versteht man ein künstliches systematisches Bilden von Gruppen 
gleichartiger Elemente, Einheiten genannt, indem einer beliebigen als Eins bezeichneten 
Einheit der Reihe nach weitere Einheiten zugeordnet werden, sodals Gruppen entstehen, 
die der Reihe nach mit besonderen Namen Zwei, Drei, Vier usw. belegt werden. Der- 
artige Gruppen, einschliefslich der Eins selbst, nennt man Zahlen. Wird bei denselben 
die Art der Einheit genannt, so heifst die Zahl benannt, z. B. acht Bäume, im andern 
Falle unbenannt. Die folgenden Untersuchungen setzen unbenannte Zahlen voraus. 

Durch das Zählen entsteht die sogenannte natürliche Zahlenreihe, welche 
mit 1 beginnt und sich beliebig weit fortsetzen läfst, nach oben also keine Grenze besitzt. 

3. Wenn man aus gegebenen Zahlen nach bestimmten Gesetzen neue Zahlen 
bildet, so nennt man dies Rechnen. Alle Rechnungsarten leiten sich vom Zählen ab. 

4. Wenn sich jeder Einheit einer Zahl a eine Einheit einer Zahl b zuordnen 
läfst, ohne dafs Einheiten von a oder b übrig bleiben, so nennt man a gleich b und 
schreibt dies in Form einer Gleichung 

a-— DB, 
In diesem Falle ist also auch 
b=3 
d. h. jede Gleichung läfst sich vorwärts oder rückwärts lesen. 

Da das Wesentliche an einer Zahl die in ihr enthaltenen Einheiten sind, so kann 
man für eine Zahl stets eine ihr gleiche setzen. 

Bleiben bei der Zuordnung von Einheiten solche von a, aber keine von b übrig, 
so nennt man a gröfser als b, und b kleiner als a, und schreibt dies in Form von 
Ungleichungen 

a>b 


b<a. 


II. Die direkte Rechnungsart erster Stufe (Addieren). 


5. Wenn man einer Zahl a eine andere Zahl b zuordnet, sodafs eine neue Zahl c 
entsteht, welche sämtliche Einheiten von a und von b, aber keine anderen Einheiten 
enthält, so nennt man diese Rechnungsart Addieren und schreibt zwischen die erste 
Zahl (Augend) und die zweite Zahl (Auktor) das Zeichen +, gelesen plus. Das 
Resultat der Addition heilst Summe; es ist also 


Augend -+- Auktor = Summe 
oder 
a+-b=c. 
6. Ordnet man umgekehrt der Zahl b die Zahl a zu, so enthält die so entstehende 
Zahl dieselben Einheiten wie c und keine anderen, es ist also 
D a+b=b-+a, 
d.h. die Ordnung der zu addierenden Zahlen ist beliebig, weshalb man auch Augend und 
Auktor mit dem gemeinsamen Namen Summand bezeichnet. Dieses Gesetz heifst das 
Kommutations- oder Vertauschungsgesetz der Addition. 
7. Addiert man zur Summe zweier Zahlen a und b noch eine dritte c, so schreibt 
man diese neue Summe: 
(a+b)+ ec, 
wobei die Klammer hier, wie überall in der Zahlenlehre, andeutet, dafs die von ihr ein- 
geschlossenen Gröfsen als zu einem Ganzen zusammengehörig zu betrachten sind. Die 
Summen (a+b) +c nnd a-+ (b-+-.c) enthalten aber dieselben Einheiten, also ist 


(DD) @+b)+d=a+(b+o), 

d.h, die Summanden einer Summe können beliebig unter einander zu Summen vereinigt 
werden. Dieses Gesetz heilst das Assoziations- oder Verbindungsgesetz der 
Addition. Man schreibt daher kürzer a+b-+c sowohl für (a+b)-+c als auch für 
a-(b-+c) und nennt diesen Ausdruck Summe von a, b und c. Entsprechendes gilt 
auch von beliebig vielen zu einer Summe vereinigten Summanden. 

8. Da man durch Addition von Zahlen der natürlichen Zahlenreihe immer wieder 
zu einer Zahl derselben gelangt, so ist jede Addition mit solchen Zahlen stets ausführbar. 

9. Wenn a=b und c=d, so ist auch a+-c=b-.d, da die Einheiten dieser 
Gleichung sich restlos einander zuordnen lassen. Es gibt also Gleiches, zu Gleichem 
addiert, immer wieder Gleiches. 


III. Die inverse Rechnungsart erster Stufe (Subtrahieren). 
10. Nach der Definition des Addierens stellt die Gleichung 
a+b=c 


die Lösung einer Anfgabe dar, bei welcher a und b gegeben sind, c gesucht wird. Offen- 
bar kann aber auch ein umgekehrter Fall vorliegen: c und eine der Gröfsen a oder b 
kann gegeben, die andere der Zahlen a oder b gesucht sein. Hierdurch entsteht eine 


in  Oere 


neue Rechnungsart, die man als Umkehr der Addition oder als eine der Addition 
inverse Operation bezeichnet. 

11. Bei der Umkehr der Addition sind zwei Fälle zu unterscheiden: 

1) Gegeben c und b, gesucht a; 
2) Gegeben c und a, gesucht b. 

Angenommen, die erste Aufgabe sei allgemein gelöst, so läfst sich die zweite 
wegen des Vertauschungsgesetzes der Addition sofort auf die erste Aufgabe zurückführen, 
wenn man b-+a statt a+b schreibt. Man definiert daher nur eine Art der Umkehr 
der Addition, die Subtraktion, indem man sagt: Eine Zahl b (Subtrahend) von einer 
Zahl e (Minuend) subtrahieren heifst, die Zahl a (Differenz) suchen, zu der b addiert 
werden mufs, um c zu erhalten. Zwischen Minuend und Subtrahend setzt man das 
Zeichen —, gelesen minus. Es ist also: 


Minuend — Subtrahend = Differenz 





oder 
e— ba. 
12. Aus der Gleichung AR. 28 
folgt also stets 
a-+b=c, 
wofür man auch schreiben kann 
(—b)+b=c, 


d.h. Subtraktion und Addition mit derselben Zahl heben einander auf. 


13. Schreibt man die Gleichung 
ce ba 
in der umgekehrten Form 
a=c—b, 
so ergibt sie mit der ihr inhaltgleichen 
a+b=c 
die Transpositionsregel erster Stufe: Eine durch + bezw. — mit einer anderen 
Zahl verbundene Zahl läfst sich auf die andere Seite einer Gleichung schaffen, indem 
man ihr das Vorzeichen — bezw. + gibt. 

14. Subtrahiertt man von einer Summe eine Zahl, oder addiert man zu einer 
Differenz bezw. subtrahiertt man von einer Differenz eine Zahl, so schreibt man zur 
Abkürzung 

a+b— c für a+b) —c 
a—b-+c für a—b)+c 
a—b—.c für (a—b) — c. 


15. Ein Ausdruck, dessen Glieder nur durch + oder — verbunden sind, heifst 
ein algebraische Summe und wird berechnet, indem zuerst die beiden ersten Glieder 
zu einer neuen Zahl vereinigt werden, diese mit dem dritten Glied usw., es ist also 


a+b—c+d+te-f=([[a+b)—c]+d}-+e)—f, usw. 


aH ran 


16. Sind alle Vorzeichen einer algebraischen Summe -+, so lassen sich nach 
dem Kommunationsgesetz der Addition die Glieder beliebig vertauschen; dies ist aber auch 
angängig, wenn beliebige Glieder das Zeichen — vor sich haben, denn es folgt aus 


aa 
@-b)+b=(a—c)+ec 
a—b)—- ce =(a—c)—b 
a—b—-c=a—c-—b. 


Um dieses Gesetz auch auf das erste Glied einer algebraischen Summe anwenden 
zu dürfen, versteht man unter 


—+a-+b soviel wie a+b 
— 2a-+b soviel wie b—a. 
17. Wenn a=b und c=d, so kann man in der Gleichung 
a —c=a—C 
auf der rechten Seite b für a und d für e setzen und es wird 
a—c—=b—d, 
in Worten: Gleiches, von Gleichem subtrahiert, gibt immer Gleiches. 


18. Es ist nun noch zu untersuchen, wie eine Differenz addiert und eine Summe 
oder Differenz subtrahiert wird. Der bereits bekannten Beziehung 


D) a+tlb+) -atb+e 

schliefsen sich drei entsprechende an: 

Aus a+(b—c)+ce=a-+b 
folgt (I) a-+(b—e) —=(a+b)— c=a+b—.. 

Aus a—=(a—b)+b=[(a—b)—c]+c+b 
folgt (III) ae —=(a—b)— c=a—b—.. 

Aus —=(@a—b)+b=(a-b)+[lc+b—og] 
folgt (IV) a — (b—- eo) —=(a—b)+c=a—b+e 


Während also eine Summe addiert . wird, indem jeder Summand addiert wird, 
wird eine Differenz addiert, indem der Minuend addiert, der Subtrahend subtrahiert wird, 
und während eine Summe subtrahiert wird, indem jeder Summand subtrahiert wird, wird 
eine Differenz subtrahiert, indem der Minuend subtrahiert, der Subtrahend addiert wird. 

19. Die Aufgabe, welche durch die Zeichenverknüpfung a + b dargestellt wird, 
ist immer lösbar. Es fragt sich nun, ob dies auch bei der durch die Zeichenverknüpfung 
a — b dargestellten Aufgabe der Fall ist? Da aus der Gleichung 

c—b=a 
die neue Gleichung 
a+-b=c 


folgt, in welcher c die Einheiten von a als auch diejenigen von b enthält, so muls c 
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gröfser sein als jede dieser beiden Zahlen. Wenn also b gleich c, oder b grölser als c 
ist, so kann die Zeichenverknüpfung c — b keine Zahl der natürlichen Zahlenreihe 
darstellen. 

Die Zahlenlehre befolgt nun, wie die Mathematik überhaupt, das Prinzip der 
Permanenz, d.h. sie betrachtet es als ihre Aufgabe, ihre Rechnungsarten ausnahmslos 
durchzuführen, und erweitert, wo dies zunächst nicht angängig erscheint, den ursprünglich 
aufgestellten Zahlbegriff, indem sie neue Zahlen definiert, die ein Rechnen nach den für 
andere Zahlen geltenden Gesetzen gestatten. 


20. Ist in der Zeichenverknüpfung c— b nun b gleich c, so geht c—b über in 
c—c. 
Diese Zeichenverknüpfung betrachtet man als neue Zahl, mit der gerechnet werden soll 


wie mit den bisher bekannten Zahlen bezw. Differenzen. Nun ist, wenn m eine be- 


liebige Zahl, 
eC— c=c—c—-ın-m 


= (c+m) — (c+ m) 


—= (C—m) — (c—m). 


Unter c+ m bezw. ce — m kann aber, wenn c gegeben ist, durch Wahl von m jederzeit 
jede beliebige Zahl z der natürlichen Zahlenreihe verstanden werden, sodafs 


C—-c=z2—7, 


d.h. alle Differenzformen z— z sind einander gleich zu setzen; man bezeichnet diese 
neue Zahl mit dem Namen Null und schreibt 


z—z=0. 


21. Für die Addition und Subtraktion der Null ergibt sich nun 
a+0=a+z— z=a, 
a—0=a—z2-+z=a, 
d.h. eine Zahl bleibt ungeändert, wenn Null zu ihr addiert oder von ihr subtrahiert wird 


21. Ist in der Zeichenverknüpfung c— b zweitens b grölser als c, etwa 
b=c-+m, so wird 
ec—b=ct-(+m)=c—-c—m-=0—ınm. 
Man bezeichnet nun alle derartigen Differenzformen als negative Zahlen und 
schreibt zur Abkürzung — m für O--m. Die Zahl — m nennt man die negative Zahl m, 
im Gegensatze hierzu die Zahl m, für welche man auch + m schreibt, die positive 


Zahl m. Die Zahl —1 nennt man die negative Einheit, die Zahl +1 die 
positive Einheit. 


23. Für die Addition und Subtraktion der negativen Zahlen ergibt sich daher 
(-m)+a=a+(—-m)=a+t!c—(+m)=a+c—-(+mn=a+c—c—m=ı—n 
a— (—m)=a — |e—(+m)=a—c+(c+m=a—c+c+m=a+tm 


(-m)— a=c—- (+m)—a=c—c—m—ı=0- mt+)=—(m-+3). 


24. Die vier Gleichungen 


D) a+tb=a+rb 
(+ 


(I) a&—-(+b)=a-—b 

(ID) a+—b)=a-—b 

(IV) a-— (—-b)=a-+b 
enthalten die Regeln für die Vereinigung von je einem Operationszeichen (+, der 
Addition, —, der Subtraktion), welche zwischen zwei Zahlen stehen, und je einem 


Qualitätszeichen (+, für positive Zahlen, —, für negative Zahlen), welche vor einem 
Zahlzeichen stehen: 

Zwei gleiche Vorzeichen ergeben plus, zwei ungleiche Vorzeichen ergeben minus. 

Befinden sich innerhalb einer Klammer beliebig viele positive oder negative Zahlen 
vereinigt, so bleiben daher, wenn die Klammer aufgelöst wird, alle Vorzeichen unverändert, 
wenn sich vor derselben ein + Zeichen befand, es werden dagegen, wenn die Klammer 
aufgelöst wird, alle Vorzeichen verändert, wenn sich vor derselben ein — Zeichen befand. 

25. Wenn von zwei positiven Zahlen die eine a grölser ist als die andere b, so 
ist (a—b) eine positive Zahl, wenn dagegen a kleiner ist als b, so ist (a—b) eine 
negative Zahl, da im ersten Falle 


a—b=(b+m)—-b=+m, 
im zweiten Falle a—b=a—-(a+N)=a—a—ı=—ı, 
wenn m und n positive Zahlen bedeuten. 
Man bezeichnet daher von zwei beliebigen Zahlen a und b, die positiv oder negativ 


oder Null sein können, a als grölser bezw. kleiner als b, je nachdem (a—b) eine positive 
bezw. negative Zahl ist. 


IV. Die direkte Rechnungsart zweiter Stufe (Multiplizieren). 


26. Bei der Addition mehrerer Summanden kann der besondere Fall eintreten, 
dafs alle Summanden einander gleich sind, wie es z. B. bei der Summe 


ata+ta-+a-+a 
stattfindet. Zur Abkürzung schreibt man dann nur einen Summanden a, und hinter dem- 
selben, durch einen Punkt (der auch fortfallen kann) getrennt, die Zahl, welche angibt, 
wie oft der Summand zu setzen ist, z. B. 


ata+a+a+a=a-5 


oder allgemein 


Diese Rechnungsart. heilst Multiplikation, die Zahl a, welche multipliziert 
werden soll, Multiplikandus, die Zahl b, welche angibt, wieviel Multiplikanden addiert 
werden sollen, Multiplikator, das Ergebnis selbst Produkt. 

27. Ein Produkt a-b besteht also aus b Summanden a. Nimmt man aus jedem 
der b Summanden eine Einheit heraus, so erhält man b Einheiten oder die Zahl b. Dies 


kann man a mal ausführen, also erhält man im Ganzen b-a Einheiten, es ist also 
Margaretenschule, 1909, 2 
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D) a-b=b.a, 
d.h. die Anordnung der Zahlen, die miteinander multipliert werden sollen, ist beliebig, 
weshalb man auch Multiplikandus und Multiplikator mit dem gemeinsamen Namen 
Faktoren bezeichnet. Dies ist das Kommutations- oder Vertauschungsgesetz der 
Multiplikation. 
28. Multipliziert man das Produkt zweier Zahlen a und b mit einer dritten 
Zahl ec, so wird 
(ab)e=ab+tab-+ab+....+ab 
—=a(b+b+b-+...-+b) 
—=a(be), also 
(U) (ab)e=al(be), 
d.h. die Faktoren eines Produktes können beliebig untereinander zu Produkten ver- 
einigt werden. Dies ist das Assoziations- oder Verbindungsgesetz der Multi- 
plikation. Man schreibt daher kürzer abc für (ab) c als auch für a (be). Entsprechendes 
gilt natürlich auch für ein Produkt aus beliebig vielen Faktoren. 
29. Es ist nun die Frage zu beantworten, wie mit Summen und mit Differenzen 
zu multiplizieren ist. 
Die Summe der Produkte ab + ac bedeutet b Summanden a-+ c Summanden a, 
im ganzen also (b+c) Summanden a; es ist also 


ab+ac=a(b-+ec), 
oder in anderer Schreibweise 
DD ab+o)=ab-+aec. 
Hierfür kann man aber auch schreiben 
(I) (b+o)-a=ba-+.ca. 
Die Differenz der Produkte ab — ac bedeutet, b Summanden a — c Summanden a 
im ganzen also (b—c) Summanden a; es ist also 
ab—ac=a(b—.c) 
oder in anderer Schreibweise 
(ID) alb—c)=ab—.ac. 
Hierfür kann man aber auch schreiben 
(IV) (b—c)-a=ba — ca. 
Die vier Gleichungen (D—(IV) stellen das Distributions- oder Verteilungs- 
gesetz der Multiplikation dar. 


30. Im Produkte ab kann der Multiplikandus a jede der bis jetzt definierten 
Zahlen sein, z. B. 


+3) 44H) HH HA HAI +12 
04—=0+0+0+4+0=0 
(3) 4 (3) ++) + N)=— 12. 


— 1 — 


Der Multiplikator aber soll der Definition der Multiplikation gemäfs eine Zahl 
der natürlichen Zahlenreihe sein. Ist dies nicht der Fall, so greift man zurück auf die 
Definition der Null und der negativen Zahlen, also 


(+3) 0= altß—z)=az — az —=0, 
(—2)- 0=(—a) (2 -)=—-aztaz2—=0, 
d. h. jede Zahl gibt, mit Null multipliziert, wieder Null. 
(+2) -(-b)= (+3) -[—(z+b)]=a-z— az+b)=az — az —ab=0—ab= — ab 
d. h. eine positive Zahl gibt, multipliziert mit einer negativen Zahl, eine negative Zahl. 
3). (-D)=(-3)-[2- (@+b)] = — a2 — (a) (@+b) 
=—az — (-az—ab)=—az +az tab=-+ab 


d. h. eine negative Zahl gibt, multipliziert mit einer negativen Zahl, eine positive Zahl. 


Da 0-a=0 und auch a-0=0, und da ferner a-(—b)=— ab und auch 
(—b)-a=—.ab, so gilt das Kommutationsgesetz auch bei Faktoren, die Null oder 
negativ sind. 

Da ferner (a-b)O =0 und auch a (b-0)—=0, und a-b-(—c)=— abe und auch 
a-[b-—c)]=— abe, so gilt auch das Assoziationsgesetz bei Faktoren, die Null oder 


negativ sind. 

Schliefslich führen auch die das Distributionsgesetz darstellenden Gleichungen, 
wenn in ihnen bestimmte Zahlen Null oder negativ werden, zu bereits bekannten 
Gleichungen; dieses Gesetz gilt also ebenfalls für das erweiterte Zahlengebiet. 

31. Aus der Gleichung a—=b folgt a+a—=b-b und allgemein am=b-m 
oder, wenn m=n, am=bın, d.h. Gleiches, multipliziert mit Gleichem, gibt stets Gleiches. 

Die vier Gleichungen 


D (+ ik (+b)=+ ab 
MD (+a-(-b)=—ab 
un) en (+b)—=—ab 
AV) (-a)-(-b)= tab 


enthalten die Gesetze für die Multiplikation zweier beliebigen Zahlen mit einander: 
Zwei Zahlen mit gleichen Vorzeichen geben, multipliziert, eine positive Zahl; zwei Zahlen 
mit ungleichen Vorzeichen geben, multipliziert, eine negative Zahl. 

Da jede Multiplikation eine Art von Addition darstellt, so ist jede Multiplikation 
stets ausführbar. 


V. Die inverse Rechnungsart zweiter Stufe (Division). 


32. Nach der Definition der Multiplikation stellt die Gleichung 
a. Dec 
die Lösung einer Aufgabe dar, bei welcher a und b gegeben sind, c gesucht wird. Lälst 


man dagegen c und eine der Zahlen a oder b gegeben, die andere der Zahlen a oder b 
2% 


ee 


gesucht sein, so entsteht eine neue Rechnungsart, eine der Multiplikation inverse Operation, 
bei der wiederum zwei Fälle zu unterscheiden sind. 

I) Gegeben c und b, gesucht a, 

2) Gegeben c und a, gesucht b. 


Angenommen die erste Aufgabe sei allgemein gelöst, so läfst sich wegen des 
Kommutationsgesetzes der Multiplikation die zweite sofort auf die erste zurückführen, 
wenn man b-a anstatt a-b schreibt. Man definiert daher nur eine der Multiplikation 
inverse Rechnungsart, die Division, und sagt: 

33. Eine Zahl e (Dividendus) durch eine Zahl b (Divisor) dividieren, heist 
eine Zahl a (Quotient) suchen, welche, mit b multipliziert werden mufs, um c zu er- 
halten. Zwischen Dividendus und Divisor setzt man das Zeichen :, oder man setzt den 
ersteren über, den letzteren unter einen wagerechten Strich. Es ist also 


Dividendus : Divisor = re — Quotient 
Divisor 
oder 2 — Y — 
34. Aus der Gleichung a— ” folgt mithin stets 
2. dB, 


wofür man auch schreiben kann 


(eb) b=— ba 


d.h. Division und Multiplikation mit derselben Zahl heben einander auf. 
35. Schreibt man die Gleichung 


C 
a 
in der umgekehrten Form c 
4 = i; 5 
so ergibt sie mit der ihr inhaltgleichen 
a.b=e 


die Transpositionsregel zweiter Stufe: Ein Multiplikator bezw. Divisor läfst sich 
auf die andere Seite einer Gleichnng schaffen, indem man ihn in einen Divisor bezw. 
Multiplikator verwandelt. 


36. Dividiertt man einen Quotienten durch eine dritte Zahl, so schreibt man 
a a 


statt (a:b):c oder 





zur Abkürzung a:b:c oder rn ; 


37. Es ist nun noch zu zeigen, wie mit einem Quotienten multipliziert und mit 
einem Produkt oder einem Quotienten dividiert wird. Der bereits bekannten Beziehung 


() asihe)v =Abe 


Ta 


schliefsen sich drei neue Beziehungen an: 


Aus BREIT, —=ab 
c 
folgt (ID) a. u 
Aus a b=[dnc) c=b 
folgt (I) mr:e. 
Aus tete) 
folgt (IV) re 


Während also mit einem Produkt multipliziert wird, indem die Faktoren des- 
selben Faktoren des neuen Produktes werden, wird mit einem Quotienten multipliziert, 
indem mit dem Dividendus multipliziert, mit dem Divisor dividiert wird, und während 
mit einem Produkt dividiert wird, indem mit den Faktoren desselben nacheinander 
dividiert wird, wird mit einem Quotienten dividiert, indem mit dem Dividendus dividiert, 
mit dem Divisor multipliziert wird. 


38. Die wiederholte Anwendung dieser Regel lehrt weiter, wie ein Quotient mit 
einem Quotienten multipliziert und ein Suotienl durch einen Quotienten dividiert wird. 
Es ist nämlich 


ac 
TR b __ a6 
Bord ud 
ad 
C D8 ad 


Quotienten werden also multipliziert, indem die Dividenden. für sich und die 
Divisoren für sich multipliziert werden; ein Quotient wird durch einen anderen dividiert, 
indem mit dem Divisor des letzteren multipliziert, mit dem Dividendus dividiert wird. 


39. Die Vorzeichen-Regeln der Multiplikation 


(+a)-(+b)=-+ab 
(+3)-(-b)—=—ab 
—a).(+)=—ab 
(-2)-(-b)—=+ab 


lassen sich in anderer Form schreiben 














Fam n 
+b 
a 2 U 
BEN, > 
— a Da 
+b 
+4 ab 
—p 
oder auch 
+m_,m 
(I) ar mia: 
—ınm m 
a) —=+- 
— am m 
(III) Tann, 
a 
—n n 


d. h. zwei Zahlen mit gleichem Vorzeichen geben, durch einander dividiert, eine positive 
Zahl, zwei Zahlen mit ungleichem Vorzeichen geben, durch einander dividiert, eine 
negative Zahl. 


40. Aus 0=0.a folst 20, d.h. Null, dividiert durch irgend: eine Zahl, 


gibt wiederum Null. 
Dagegen folgt aus O=0-a auch die Gleichung —=a, d.h. Null dividiert durch 


Null kann gleich irgend einer Zahl gesetzt werden. 


41. Die Aufgabe, welche durch die Zeichenverknüpfung a-b dargestellt wird, ist 
immer lösbar. Es fragt sich nun, ob dies auch bei der durch die Zeichenverknüpfung 
a :b dargestellten Aufgabe der Fall ist? Da aus der Gleichung 


——ı4a 


b 


die neue Gleichung 
a NG 


folgt, in welcher c als Vielfaches von b erscheint, so kann, wenn dies nicht der Fall ist, 


2 keine der bisher definierten Zahlen darstellen. Nach dem Prinzip der Permanenz be- 


trachtet man aber auch dann - als neue Zahl, mit der gerechnet werden soll, wie mit 


den bisher bekannten Zahlen, bezw. Quotienten, und nennt eine solche Zahl einen Bruch, 
den Dividendus ce den Zähler und den Divisor b den Nenner. Im Gegensatz zu den 
hiermit definierten gebrochenen Zahlen heifsen die bisher besprochenen ganze Zahlen. 


re 


42. Der einfachste Bruch ist —, wenn b irgend eine ganze Zahl bedeutet. Die 


: I 
Einführung dieses Zahlbegriffs ist hinreichend, um alle anderen Brüche zu bilden, da 


dieselben stets als Vielfaches von u aufgefalst werden können, weil 


b 
Le 


en ne 


43. Ist in der Gleichung a oder a-b=c für b der Wert Null zu setzen, 


so stellt —- ebenfalls keine der bisher definierten Zahlen dar. Man kann sich den Wert 


C c ? . : t U 
TE entstanden denken, indem b immer kleiner geworden ist, wobei 7, Immer 


grölser wird, man nennt deshalb die Zeichenverküpfung Er unendlich und schreibt 


C 
— = 00, 


0 


44. Wenn a=b und m=n, so war am==bn, wofür man auch schreiben kann 
Aa Be ‚ d.h. Gleiches, dividiert durch Gleiches, gibt Gleiches. Diese Regel ist aber 
nicht anwendbar, wenn m—=n==0, weil, in dem Falle, dafs auch a=b=0, beiderseits 


0 auftritt, welcher Wert kein eindeutiger ist. 


45. Da aus a=bec die Gleichungen am==bcem und, falls m von Null verschieden, 
a:m=be:m folgen, so kann man auch aus 
a:m 


= c die Gleichungen ee, folgern, 


% bm :m 
a 


es ist also m rer 


d.h. ein Quotient oder Bruch ändert seinen Wert nicht, wenn Dividendus und Divisor 
bezw. Zähler und Nenner mit einer und derselben Zahl multipliziert oder auch 
durch eine solche dividiert werden. 

Hierauf beruht die Addition und Subtraktion von Quotienten oder Brüchen. 

Sind die Divisoren bezw. Nenner der zu vereinigenden Brüche gleich, z. B. 
a b 


a b } 
— + — und —— —, so kann man schreiben 
m messen 


N. 


Sind die Divisoren bezw. Nenner der zu vereinigenden Brüche ungleich, z. B. 


a b a b i 
— + — und — — —, so kann man schreiben 
m n m n 











VI. Die direkte Rechnungsart dritter Stufe (Potenzieren). 


46. Bei der Multiplikation mehrerer Zahlen mit einander kann der besondere 
Fall eintreten, dafs alle Faktoren einander gleich sind, wie es z.B. bei dem Produkte 


aa-a°-ı°Q% 


zutrifft. Zur Abkürzung schreibt man dann den Faktor a nur einmal hin, und rechts 
über demselben die Zahl, welche angibt, aus wieviel Faktoren das Produkt besteht, z. B. 


2-2-4-2-2—2° 
oder allgemein 
aan... . dal 


Diese Rechnungsart heilst Potenzierung, die Zahl a, welehe potenziert werden 
soll, Basis, die Zahl b, welche angibt, aus wieviel Faktoren die Potenz bestehen soll, 
Exponent, das Ergebnis selbst Potenz. 

47. Einige beliebige Beispiele zeigen, dafs im Allgemeinen nicht a® gleich b# ist, 
mit anderen Worten, dafs das Kommutationsgesetz für Potenzen nicht gültig ist. 

Aus der Definition der Potenz ergeben sich folgende Beziehungen: 


(I) a@m. a0 —(ara:a...,.8)-(a-a9...2) a0 





m Faktoren n Faktoren 
(ID) n:m— RM Bu. a (m Faktoren) 
Pi» u er a (n Faktoren) 


a nr: 
2 Fall m=n, au: gm—] 
1 


ke 


3. Fall m< n. ara = 


(II) a®-b®=(a-a-a....a)-(b-b-b....b)=(ab)-(ab)-(ab).... (ab) = (ab)“ 


m Faktoren m Faktoren m Klammern 
= a" a4. el Melene ET EA ie ua ee N 
en .n.D se in 5) GEEDEND 


m: Klammern 
Diese vier Formeln stellen die Distributionsgesetze der Potenzierung dar. 





een 


48. Ferner ist 
n Klammern 


mm nn mn ll Du nn 
(ar... A) — (a8 a. a) (aaa). .... (Arad... a) un tan 
m Faktoren m Faktoren m Faktoren m Faktoren 


Diese Formel stellt das Assoziationsgesetz der Potenzierung dar:‘ Die 
Reihenfolge, in welcher potenziert wird, ist gleichgültig. 


49. Wenn in der Zeichenverknüpfung a® die Zahl b keine positive ganze Zahl 
ist, so hat a® keine Bedeutung. Man definiert nun wiederum neue Zahlen, dargestellt 
durch die Zeichenverknüpfungen a’ und a-®, wobei b eine ganze positive Zahl vorstellt, 
und setzt fest, dafs die Beziehung 


qm 
m—n 
a T 
auch gelten soll, wenn mS n. Dann wird 
a — um — ar — 
ya 
0 
a — a-b — RR]. E 
TE 


Es ist jedoch noch zu prüfen, ob die gefundenen Gesetze für Potenzen von 
der Form a° und a-" Gültigkeit haben. Es ergibt sich 





b 

ab.qa-° rem: Be 

a° a° 
ab.g en. 5 1 = L — ga -(b+to 
“ b c b+c a 

a a a 

Bea Sn a EEE 

q° 


1 
ER rer a a ya 





10 1 
| ea een — (3 —n 
ö : au b? (ab) au 
am abrh—a 2 — ar. hi — 2 ee AR 
an a b 
l 1 
b\—c N —y—bDbe 
Le, 8 
a = (5) Fi SA 


Hat b oder ce oder haben beide Zahlen den Wort O0, so wird die betreffende Potenz 1, 
was mit den abgeleiteten Gesetzen übereinstimmt, 
Margaretenschule. 1909 3 


ne 


Es ist nun nicht mehr nötig, bei dem Ausdruck a”:a” drei Fälle zu unter- 
scheiden, da 





a (am) — 1 
quom ’ 
also jederzeit die Beziehungen bestehen 
1 
me Zum. Mz=n 72 
N 


Der Fall, dafs der Exponent eine gebrochene Zahl ist, mufs vorläufig noch un- 
erledigt bleiben. 


VO. Die erste inverse Rechnungsart dritter Stufe (Radizieren). 
50. Nach der Definition des Potenzierens stellt die Gleichung 
ar 
die Lösung einer Aufgabe dar, bei welcher a und b gegeben sind, c gesucht wird. Läfst 
man dagegen ce und eine der Zahlen a und b gegeben, die andere der Zahlen a und b 
gesucht sein, so entstehen zwei neue Rechnungsarten, die der Potenzierung inversen 
Operationen, nämlich: 
1) Gegeben c und b, gesucht a, 
2) Gegeben c und a, gesucht b. 


Da nun a’ im allgemeinen nicht gleich b* ist, so sind diese beiden Rechnungs- 
arten nicht nur logisch, sondern auch rechnerisch von einander verschieden. Man nennt 
die erste Radizieren, die zweite Logarithmieren. 


öl. Eine Zahl e (Radikand) mit einer Zahl b (Wurzelexponent) radizieren, 
oder, was dasselbe bedeutet, aus c die b' Wurzel ziehen, heifst, die Zahl a (Wurzel) 
suchen, welche, mit b potenziert, c ergibt. Man schreibt dies 


b,— 
Yc=a. 


52. Aus dieser Gleichung Yc=a folgt stets 


wofür man auch schreiben kann : 
(Ye) Zu 
d.h. Radizierung und Potenzierung mit demselben Exponenten heben einander auf. 
53. Schreibt man die Gleichung 


It 
in der umgekehrten Form 
a— Ye, 
so ergibt sie mit der ihr inhaltgleichen 
Are 


die Transpositionsregel dritter Stufe: Ein Potenz- bezw. Wurzel-Exponent läfst 
sich auf die andere Seite einer Gleichung schaffen, indem er als Wurzel- bezw. Potenz- 
Exponent gesetzt wird. 


Zu 
54. Aus der Definition des Begriffs Wurzel folgt nun weiter: 
(Ya jb/ —\ Ya) ( \y ne aD; 
D Yayb= Yab. 


(SDEN Den 


also auch 


Entsprechend ist 


also auch 





Diese beiden Formeln stellen das Distributionsgesetz des Radizierens dar. 
55. Ferner ist 
-\m  ]n u m 
oe (aa: 


also auch 
{ {n \m NE nn 
D \Ya) = Yan. 


yie) 5 " n Pr. (j "y =! (fa je N 


a ja=" ja=/Ya 
welche beide Formeln die Assoziationsgesetze des Radizierens darstellen. 
56. Da die Gleichung 


Schliefslich ist noch 


also auch 





die andere Gleichung 
a u 


als richtig voraussetzt, so erscheint die Aufgabe des Radizierens zunächst unlösbar, wenn 
c keine b‘° Potenz einer Zahl darstellt. 

Es sei zunächst c als positiv angenommen. Bildet man dann eine beliebige Reihe 
wachsender Zahlen, so kann man zwei derselben W, und w, so wählen, dafs 


Wise <a 
Zwischen W, und w, kann man wiederum eine Reihe wachsender Zahlen bilden, unter 
denen man diejenigen zwei W, und w, auswählt, für welche 
Were <a 
Fährt man so fort, so erhält man zwei Reihen von Zahlen 
MW. < We, 
W>W>W... 
von denen jedes W kleiner ist als jedes w. Die Differenzen zwischen zwei beliebigen 


Werten W und w kann man durch eine bestimmte Wahl beliebig klein machen. Die 


b-ten Potenzen von W und w nähern sich dem Werte von c beliebig, während sich die 
3*+ 


Werte W und w gleichfalls einem Werte nähern, dessen Differenz von W und w so klein 
gemacht werden kann, als nur gewünscht wird. Dieser Wert heifst der Grenzwert 
der Reihen 

WeuWs, Ws... . MOND emweewa EWR 


und definiert den Ausdruck Ya. 


Es ist nun möglich, dafs derartige Grenzwerte mit bereits definierten Zahlen 


zusammenfallen. Würde man z. B. Y16 nach vorstehendem Verfahren bestimmt haben, 
so hätte man etwa die Reihen aufstellen können 


3,9 3,99 3,999 3,9999 .... und 4,1 4,01 4,001 4,0001 .... 


Beide Reihen nähern sich dem Grenzwerte 4, denn der Unterschied zwischen 4 
und einem Gliede jeder der beiden Reihen kann kleiner gemacht werden, als eine be- 
liebig gewünschte kleine Zahl. 


57. Fällt ein Grenzwert nicht zusammen mit einer der bisher definierten Zahlen, 
so nennt ıman die durch den Grenzwert neu definierte Zahl eine irrationale, während 
man die Gesamtheit der bis jetzt definierten Zahlen als rationale Zahlen bezeichnet. 

Nach Vorstehendem besitzt also eine unendliche Reihe dann einen Grenzwert und 
kennzeichnet eine bestimmte Zahl, wenn sich ein Glied in dieser Reihe finden läfst, von 
welchem ab alle folgenden Glieder um weniger als um eine beliebig kleine Zahl von diesem 
Gliede differieren. 

Mit der Aufstellung dieses neuen Zahlbegriffs ist die Aufgabe gelöst, aus jeder 
positiven Zahl eine beliebige Wurzel ziehen zu können, deren Exponent eine ganze Zahl ist. 


58. Da ferner (- a) "—=-+ a", aber (—a)?"+!— — a’"t!, so ist auch die Auf- 
gabe gelöst, aus einer negativen Zahl eine Wurzel vom ungraden Grade ziehen zu können. 


59. Nach der Definition der Potenz und Wurzel hat ein gebrochener Exponent 
bei solchen keinen Sinn. Nun ist aber 


mn n 


Et, mn 
Im N os R mn Im, — ny— Zee 2 
yarı— Y(are—a"—a”, andererseits Jar \ ya" = Ja='"Ya 
also wenn man mn =p setzt, 


t 


Ya’=ar, andererseits Yan —Y5. 

Diese Gleichungen setzen allerdings voraus, dafs die Zahl p die Form mn hat, 

d.h. ein ganzes Vielfaches von n ist. Ist dies aber nicht der Fall, so läfst man nach 
dem Prinzip der Permanenz die Gleichungen 


p u 
2 Me — Ya, Ya = Yar 
als Definitionsgleichungen für Potenzen und Wurzeln mit gebrochenen Exponenten gelten, 
wobei noch zu prüfen ist, ob die Gesetze für Potenzen und Wurzeln auch bei gebrochenen 


Exponenten gelten. Dies geschieht, indem jedesmal auf obige Definitionsgleichungen 
zurückgegangen wird, 


277,9] re 











b d be+cd b R d 

— ee c 81 ala Ba a = 
gum.au—gqa° ae —yar. Yal— ya’® at Yab+ei—a ee —gq® e— gu+n 

b d be—cd DER 

in Er em a ; CO RBTn N a en rer Te 
ame gu —gqg°®:ga® —Yar: Yal= Yarcı Ya — Ya i—=a e —qa° I. MH 


na 
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d d 
an.bt —a®.be —yYal. bi — Yal- b’— Y(ab)! = (ab)° — (ab)" 








d 


a N. 
Bern... n6s+ Bar inne erde a u ‚a Ser +) 
A be—aü;he—yal: yb -jm=}/() -(,) =5 


ae dr en 
(am )" a en (Var) u? Yari— Yar! = ar — amı, 


In entsprechender Weise definiert man nun 





eb | 1 
u = Me 
au Ya» 
03 c 
Ya=ar 
12 1 
ya=— 
ad 


und beweist genau, wie im Vorstehenden, die Gültigkeit der bisherigen Gesetze für 
diese Ausdrücke. 


60. Wenn in der Zeichenverknüpfung Ya der Radikand a negativ ist, etwa 


a—=— b ist, so bei ungeradem n der Wert von Y—b—=— yb. Ist dagegen n gerade, so 
mufs man nach dem Prinzip der Permanenz annehmen, dafs auch für solche Ausdrücke 
die für das Rechnen mit Wurzeln aufgestellten Gesetze gültig sind. Schreibt man 2m 
für n, so wird also 





SE ayı=ı. 


Man definiert nunmehr Y— 1 als neue Zahl, die man mit i bezeichnet, als 
Einheit neuer, der imaginären Zahlen, welche mit den bisher definierten, den reellen 
Zahlen, durch die Gleichung 


-=—1 
zusammenhängen und für welche sonst die Gesetze der reellen Zahlen Gültigkeit haben. 


Der allgemeine Ausdruck für eine imaginäre Zahl ist dann ia oder ai, wobei a eine 
beliebige reelle Zahl bedeutet. 


ze 





As’=e—1lflg Ver-i-—lii=—i 
, (= e’i-—-ii-— )=-—-)=-+1l-=j%“ 
a ya Fa y 
r —r.1—- 122 gear 
’—=i-iji=-—l-ji=—i-=fer 
usf., 
Hieraus durch Umkehr 
bamndenn dien ietie, 
II BREITER 1. ı 
Fran 0 Den ne 
usf. 


61. Bildete man die Summe aus einer reellen und einer imaginären Zahl, so 
bezeichnet man eine solche Zahl a+ib als komplex. Die komplexen Zahlen enthalten 
als Spezialfälle die reellen Zahlen, wenn b=0, und die imaginären Zahlen, wenn a=(0. 


62. Beim Rechnen mit komplexen Zahlen hat es sich als zweckmälsig erwiesen, 
dem allgemeinen Ausdruck a+ ib für eine komplexe Zahl eine andere Form zu geben, 


indem man setzt 
a=Tr(008g, b=[rsing. 


In diesen Gleichungen soll r stets eine positive reelle Zahl darstellen, während 
cos und sing nicht als die aus der Trigonometrie bekannten Funktionen definiert sein 
sollen, sondern durch die Grenzwerte der unendlichen Reihen: 














g’ g* g® pP’ gyp  g# 
ee et le re Pr 
pe 1.941934 155345. Te iger 
es pp g’ y’ BR g' _9_ y_ y 
BP] 1.9.31 7.2-.3-4-5 T-2-B-auH0T Se a 


63. Für diese Werte lassen sich folgende Beziehungen ableiten*): 
1) sin’g+cos’g—1 
2) sin(g+YV) =sinycosub + cosysin w 


sin (g —v%) =sing 608 b — 608g sin W 
cos (g+WV) = 008g cos W — sing sin ı 
cos (g—Y) =C0SgYcosy + sinysiny 


. j wenn z eine ganze Zahl bedeutet und 
3) sing=sin (p2zr) | 


1 1 1 
cos p= 08 (g=+2zn) | a=4l1-445 7) 


*) Die Ableitung dieser Beziehungen erfordert die Kenntnis der fandamentalsten Beziehungen 
der Differentialreehnung und soll hier unterbleiben. 


a et 


64. Es ergibt sich nun atib=r(cosp + ising), wofür man kurz schreibt 
Y,, und £ 
+b’=r(os®?y-+siny)=r, r=+ Ya?’ +b? 
a See b 
ee RT, 
Man nennt r den Modul oder absoluten Betrag, g das Argument der 
komplexen Zahl. 


c08 y = 


65. Es wird sich nun darum handeln, die abgeleiteten Gesetze für die Rechnungs- 
operationen auf komplexe Zahlen anzuwenden. 
Die Addition zweier komplexen Zahlen ergibt 


@+ib)+ (c+id=(a+e) +i(b+-d), 
d. h. die Summe zweier komplexen Zahlen ist wieder eine komplexe Zahl. 
Entsprechendes ergibt die Subtraktion: 


@+ib) - (+id=(a—c)+i(b -d), 
d.h. die Differenz zweier komplexen Zahlen ist wieder eine komplexe Zahl. 
Führt man die Modul und Argumente ein, so wird 
r, (608%, + ising,) + I, (C0SY, + ising;) = (1, C0Syı + T3C08g;) + i (rısing, + rssin g;) 
Tr, (cosg, + ising,) — Ya (COSYs +isin gs) — (r,C0SY, + T2C0Sg,) — I (rısinYi—T3Sing;). 





Da sich also wiederum komplexe Zahlen ergeben, so kann man setzen 


(rc0Ss + T3C08g;) + i (rsing,—+T3sin g) =R (eos +ising). 
Es ist hier 


Reosg=r,c08sg, 4 T,C0S Rsing=nsing, + Tsin g; 
also R=r’+n’+?2nrc08(pı —9$;). 
Dieser Wert ist gröfser als n’+r,’—2rr, oder (rn —r,)’, aber 
kleiner as n?+r?+2nr, oder (n—+n;)*. 
Ebenso kann man setzen 
(r, C0Sp, + T3C08g;) — i (rsing, + r38ing:)—=R (cosg —+ising) 
und hier wird 


Y> SIN fa 





Rceosp=[t,C0S Yı — T2C0S Rsing=r,sing, 
also R=rn’+r? — 217008 (1 —9$:). 
Dieser Wert ist wiederum grölser als rn’ +r,?— 2r,r, oder (r,—r;)’, aber 

kleiner als n?+r.?+2nr, oder (r+r;)”. 





Zusammengefalst ergibt sich also: 
Sowohl der Modul der Summe, als derjenige der Differenz zweier komplexen 
Zahlen ist gröfser als die Differenz der Modul der Summanden, aber kleiner als die 
Summe derselben. 


Re 


66. Die Multiplikation einer komplexen Zahl mit einer reellen sowohl, wie mit 
einer komplexen Zahl liefert wiederum eine komplexe Zahl, denn 
(a+tib)e=ac-+ibe 
(-+ib)) (a -+ib,) —=a, (, +ib) ib 8 +ib)= 1; His, +ib,a, +i’b, b, 
= ‚aa, —bı b,) i (a, b,-+2;b}). 
Insbesondere ergibt (a+ib) (a—ib)=a”+b?’, d.h. das Produkt zweier konjugiert 
komplexer Zahlen ist reell. 
Die Einführung der Modul und Argumente liefert im letzteren Falle 
T, (cos Yı u isin Y,) "Ta (cos fs —+-isin 4%.) 
= Tı T, [(C08 9, C0SP— SiNY1SINY5) + I (SINY,COSYz + COS Y1SIN ps) | 
=nR[c08s(p + 9) -+isin(p + %o)]. 
Bei beliebig viel Faktoren ergibt sich 
r, (cosp, +ising,) Tr, (COSYs+iSiNngY;).. . In (COSYn + isin pı) 
=— rı 1920 En [cos(p + Yy:+ .. [7 )+isin (YıtYs+ .. $»)]. 
67. Die Division zweier komplexen Zahlen liefert 


a+tib aı+ ib .—iu (h+ib),—ib) 3» +bhbb, .»b— ab 
| | N WR urn, 





VE WERTEN > a Taso tn: 
oder 
T, (c08sYı + isingı) 
T, (COSp + iSin Y;) 
also wiederum eine komplexe Zahl. 





r + Br r 4a 
— = (cosy, + isin yı) (COS Ya — isingy,) = = [eos(p — gs) + isin(p, — 9.)], 
2 2 


68. Die Produktformel kann ohne weiteres zur Berechnung einer Potenz mit 
positiven ganzen Exponenten benutzt werden: 
(a+ib)" = [r(cosp-+isingp)" =r" (cosny-Hisinng). 
Der Inhalt dieser Gleichung wird als der Satz von Moivre bezeichnet. 


69. Ist der Exponent eine gebrochene Zahl mit dem Zähler I, so kann man das 
Resultat als komplexe Zahl auffassen und erhält dann 
ı 1 
Ya+ib=(a-+ib) —=[r(cosg-+ising)]" = nr, (cosyp,+ising,), daher 
r (cospy-+isiny) = nr," (C0osSnYı +iSiNnnY,). 
Man ersieht hieraus, dafs die Annahme zulässig war, und findet durch Vergleich der 
reellen und imaginären Teile 





rCo8Sy=T}"C08nY,, rSInYy=n"sinngy, oder 
?—n", also n=+ Fr, odern =gy#2zn, 
wenn z eine ganze Zahl bedeutet. Es ist also 
9 2zrı 


en: 


Eu Wan 120 


Man kann dem Werte von z alle möglichen Werte aller positiven und negativen 
ganzen Zahlen hier erteilen, da aber 


sinpg=sin(pt+2nn), und c08 = 008 (pt 2nn), 


so gibt es nur n Werte von z, welche verschiedene Werte für cosy, und sing, erzeugen, 
die einfachsten Werte dieser Art sind z=0,1,2,3..n—|1. 

Es folgt hieraus der wichtige Satz, dafs jede komplexe Zahl, und damit auch 
jede reelle und jede imaginäre Zahl, n Wurzeln besitzt: 


a n at 2 
Yr (cosp-Hising) = Yr (cos Pate + isin en) 





70. Ist der Exponent eine beliebige gebrochene Zahl, so kann man schreiben: 


m 
% 








— Y(a-+ib)"—=/[r(cosp-+isinp)]® = Yr= (cosmp-+isinmg) 
= s 2 
—n (0 9 FER 4 iin nn -n) 


(a-+ib) 


und den nämlichen Wert ergibt auch (Y (a+tibj)”. 


71. Ist schliefslich der Exponent der Potenz eine negative Zahl, so ist nach der 
Definition einer solchen Potenz 


1 1 
“— (a-+ib)a Fib)a | 1” (coosptising" 
= r72 [cos(—n(y+2zm))+isin (—n(g+2zm)]. 


Der allgemeinste Fall, dafs auch der Exponent selbst eine imaginäre Zahl ist, 
muls einer späteren Betrachtung vorbehalten bleiben. 





wlib)e” r [cosn(p+2zn)—isinn(9-+ 2zre)] 


VII Die zweite inverse Rechnungsart dritter Stufe (Logarithmieren). 


72. Denkt man sich in der durch die Gleichung 
ale 
ausgedrückten Beziehung c’ und a gegeben, dagegen b gesucht, so entsteht eine neue 
Rechnungsart, das Logarithmieren. 
Eine Zahl ce (Numerus oder Logarithmand) zur Zahl (Basis) a logarith- 


mieren, heilst eine Zahl b (Logarithmus) suchen, mit der a potenziert werden muls, 
um b zu erhalten. Man schreibt dies 


»logce=b, 
und aus dieser Gleichung folgt stets 
a —ic. 


Margaretenschule, 1909, 4 


onen 
Beide Gleichungen kann man daher auch schreiben 


log (a )—=b 
und alge —c. 


73. Insbesondere folgt aus der Gleichung 


aa 
die neue Gleichung 
| 
und aus 
en | 
die neue Gleichung 
m=!'logl 


d.h. 'logl ist ein unbestimmter oder vieldeutiger Wert. Da andererseits die Gleichung 
Ju, 


nur richtig ist, wenn bei endlichen m der Wert a=1, so ist 'loga, wenn a von 1 ver- 
schieden ist, ein bedeutungsloser Ausdruck. 


74. Die Sätze über Potenzen lassen sich zur Ableitung von entsprechenden 
Sätzen über Logarithmen benutzen. 


Schreibt man en 
in der Form Me NS nErt 
so ist m —2102 Min el0o. Ne 
und m-+n= log (M-N) 
d.h. (I) *log(MN) = *logM + ®logN. 
Ebenso folgt aus am nn 
oder MEN este 
dafs m—n = ®log (M:N) 
d.h. (I) *log (M:N) = ®logM — *logN. 
Schreibt man ferner Ce 
in der Form M am, 
so ist m ;—#]oge M, mn ==#0g1M>), 
also (II) log (M®) =n logM. 
la: 1 
Ebenso folgt aus (a=)= — qnı 
2 EL 
oder M= —gm 
1 a 


OT MER 
EL 
also log (ur) ag log M 


oder (AV) log /M— n slogM. 


Es ist also der Logarithmus eines Produkts gleich der Summe der Logarithmen 
der Faktoren, der Logarithmus eines Quotienten gleich der Differenz des Logarithmus 
des Dividendus minus Logarithmus des Divisors, der Logarithmus einer Potenz gleich 
dem Produkt aus Exponent und Logarithmus der Basis, und der Logarithmus einer Wurzel 
gleich dem Quotient aus Logarithmus des Radikanden dividiert durch den Wurzelexponenten. 


75. Wenn man in der Gleichung 
h’loga — gq 
beiderseits die Logarithmen zu einer Basis c nimmt, so erhält man 
blog a “log b = ‘log a 


log a 


b er = 
oder log a Jogb‘ 





Diese Gleichung dient dazu, den Logarithmus einer Zahl a zu einer beliebigen 
Basis b zu berechnen, wenn die Logarithmen zu einer anderen Basis c bekannt sind. 


76. Die Gleichung 
logc-—eb 
setzt voraus, dafs gleichzeitig die Gleichung 
= fü 


besteht. Nun wurde aber gezeigt, dafs, wenn b eine irrationale Zahl ist, c nur als ein 
Grenzwert einer Reihe aufgefalst werden kann. Umgekehrt wird es im Allgemeinen nicht 
möglich sein, eine rationale Zahl b für ein beliebiges a und ein beliebiges c zu finden, 


so dals 
abc, 


Nimmt man a und c zunächst positiv an, so kann man eine Reihe bilden, die 
sich beiderseits beliebig erweitern lälst, von der Form 


BEINE: Aa aan aa rat... ce, 
in welcher sich zwei einander folgende Werte finden müssen, für die 
ab <c<abıtl, 
Bildet man nun eine neue Reihe 
ab abı+ Abt abıt Be 


4* 


el 


in welcher m eine ganze positive Zahl > 1 ist, so müssen sich in dieser wiederum zwei 





einander folgende Werte finden, für die 
b,+1 


b 
bir 
act ne 
sich zwei Reihen 


Durch Fortsetzung dieses Verfahrens ergeben 
a 


b, 
b, le a m 











von denen eine jede für sich c definieren. 
77. Unter den verschiedenen Logarithmen zu einer und derselben Basis, welche 
sogenannten natürlichen 


als Logarithmensystem zusammengefalst werden, sind die 
Logaritimen von besonderer Bedeutung, deren Basis e der Grenzwert der Reihe 


+) Int gt + für n— oo 


ist. Man findet 
e— 2,118 281 828 459... 


und schreibt zur Abkürzung 
logc=Lc, 


Um einen beliebigen Logarithmus zu einer beliebigen Basis Ploga zu berechnen, 


genügt es Ib und la zu kennen, da dann 
oga=ır 


bekannt ist. 
78. Die Einführung des Wertes e gestattet nun eine Anzahl wertvoller Um- 
Für jedes endliche a ist nach dem binomischen Lehrsatze | 


formungen. 
h an n\ a DIE ENHDND, RR 1 
lim (1 vn un Werlarb)at-- für n— oo 


Setzt man nun 
A 1 n x Y vorx 
e=lim (14) —=im(14.-,) y 
so wird 
h xıt X in? 
e —Iim (14) en a se 


Vergleicht man diese Reihe mit den Reihen, welche sinx und cosx definieren, 


cos p + ising — e'P 


so ergibt sich 
co p— isiny=— e-'? 


ag ge 


und hieraus durch Addition bezw. Subtraktion beider Gleichungen 
cp —= rn (ei? + e-ip) 
: je 
iny—=- (e!P — e'P) 


Daher wird nun auch der Ausdruck für die imaginäre Zahl 
at ib=r(cosp-isiny) = reP, 
und es folgen weiter die besonderen Werte 


it ‚97 
e?—i, "— — 1,e?—=—i, e®—],.. et — ] 


Die nte Potenz der imaginären Zahl gewinnt die Form 
Ber bye —rolun 


Die nte Wurzel aus derselben wird 


0 ‚p-+22% 
Yatib=Yre ® 


Die Potenz mit gebrochenem Exponenten ist 





m m murtm 
= je 


- en (pP+2z7) 
(a+ib)" u (reio)n —yraen p-+2zu 


79. Ehe nun die Potenz mit komplexem Exponenten bestimmt wird, erscheint cs 
vorteilhaft, zunächst den besonderen Fall derselben mit der Basis e zu untersuchen. 
Nach Vorstehendem wird 


ertib — e2. eib— er (cosb--isinb). 


80. Um den natürlichen Logarithmus einer komplexen Zahl zu bestimmen, setzt 
man denselben gleich einer noch unbekannten komplexen Zahl 


la+ib)=x-iy. 


Es ist also 


ety—ga-+ib=r(cosp-Hising) = Ya’ + b’ (cosp-Hising). 
Nun ist 
cosp +isinp= cos (yE2%zr) +isin (p+2zr) = eilptn) 


während man für Ya? + b’ schreiben kann 
ya bi ehe. 
Daher ergibt sich 


extir — elVa'+b . eilyx2ın) — elVa’+b’+i(gr2un) 


ERDE 


und durch Vergleich 


x—1ya?’+b 
y=yH2zn 
also 


la +ib)=1y® +b+i(p-t2zn). 


Hieraus ersieht man, dafs jede komplexe Zahl, also überhaupt jede Zahl unendlich 
viele Logarithmen besitzt, von denen jedoch nur ein einziger Wert reell ist, wenn die 
Zahl selbst reell ist. Diesen einen Wert pflegt man zu meinen, wenn man kurz vom 
Logarithmus einer reellen Zahl spricht; er heifst einfachster Wert derselben. 


81. Nunmehr läfst sich auch der allgemeine Wert einer Potenz einer komplexen 
Zahl mit komplexem Exponenten bestimmen. Aus 
(a + ib)etid — [ele+ib)JcHid 
folgt nach Vorstehendem 


(a = i b)etid . [elWat+"+ip&2am)]c+id So aclVa® +b2—4p+2:r)+i[dlVar Fb°+c(p+22)] 


— eelVa’+0’—-äpx20) [eos[d1ya’+b?+c(p+2zn)]+isin[(dlYy® +b’+c(p+2za)]]. 


Da sowohl der erste, wie der zweite Faktor dieses Produkts unendlich viele 
Werte besitzt, so gilt dasselbe für den Wert (a+ ib). Nur in dem Falle, dals so- 
wohl a wie auch b den Wert Null annehmen, wird g und damit die Potenz selbst durch- 
aus unbestimmt. 


82. Die letzte Aufgabe, die noch zu lösen ist, ist die Bestimmung des Logarith- 
mus einer komplexen Zahl bei komplexer Basis, Geht man wieder von der Annahme 
aus, dals der Wert desselben im Allgemeinen eine komplexe Zahl ist, so kann man 
schreiben: 


Hblog (HI —=X + Mean) 


Nun lassen sich aber die komplexen Zahlen a+ib und c-id in der Form 
von Potenzen von e schreiben: 


a En ib a. eVa’+b?+Hi(p,+2r,7) 


ce + id — eVetd +ilg#2z,a), 
Demnach kann man x und y als Unbekannte auffassen in den beiden Gleichungen 
V®+d=xya’+b’— y(g=+ 227) 
G+2zn=yY®+b+x(pH2zn). 


Jedes Wertpaar z, und z, ergibt daher ein Wertpaar x und y und damit einen 
bestimmten komplexen Wert für *tiblog(c-+-id). Man findet: 


a 
pt2ın) (9 2zn) + Ya? +b? Ye +d? 
a +b’+ (9 22,n) 


a? + b? vr (pı & 2 Zırr)” 


Ben | 








Vi =) 
also I RE 
log (er ja) — At 2an) (pt2am) + Ya tb Yerl 

a +b’+ 9277) 
a’+b’ — (922m) i 








IX. Schlufsbetrachtung. 


83. Die auf die Grundrechnungsart des Zählens sich aufbauenden direkten Rechnungs- 
arten waren zweckmäfsige Mafsnahmen und durch die Art ihrer Bezeichnung als Ab- 
kürzungen für bereits definierte Rechnungsarten gedacht. Die Möglichkeit der Abkürzungen 
war bedingt durch die Kommutationsgesetze der Addition und Multiplikation. Da die 
Potenzierung ein entsprechendes Kommutationsgesetz nicht kennt, so ist auch ein 
Bedürfnis, an dieselbe Rechnungsarten vierter und höherer Stufe anzuschlielsen, von dem 
gewählten Standpunkte aus nicht vorhanden. 


84. Die auf das Zählen aufgebauten Rechnungsarten bedingten, neue Begriffe 
für die zur Anwendung gelangenden Zahlen aufzustellen. Die konsequente Durchführung 
der Rechnungsarten verlangte eine allmähliche Erweiterung des Zahlbegriffs. Der letzte 
Schritt war die Einführung der komplexen Zahl. Die Untersuchungen haben gelehrt, 
dals, wenn allen zur Anwendung gelangenden Zahlen bei allen Rechnungsarten der Wert 
einer komplexen Zahl beigelegt wird, das Rechnungsergebnis wiederum im Allgemeinen 
eine komplexe Zahl ist, ein Bedürfnis zu einer weiter gehende Ausdehnung des Zahl- 
begrifis also von dem gewählten Standpunkte aus nicht vorliegt. 
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